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Zusammenfassung
Gegenstand des dreiteiligen Preprints ist die Bandbreitenreduktion von Matrizen

Seine einzelnen Ausgaben basieren auf dem Vorlesungsskript Wissenschaftliches
Rechnen  Matrizen und LGS gehalten als fakultative Veranstaltung am Institut
f

ur Mathematik der TU Ilmenau

Teil  enth

alt die Grundlagen dazu die insbesondere auf sparse und Bandmatrizen
und deren Verarbeitung eingehen
 In den Teilen  und  werden die Bandbreiten
reduktion mit dem Algorithmus von CuthillMcKee bzw
 GibbsPooleStockmeyer
ausf

uhrlich erl

autert verglichen und an Beispielen illustriert

Vorwort
Viele Probleme ben

otigen die Handhabung von Matrizen bzw
 die L

osung von linea
ren Gleichungssystemen
 Ausgangspunkt dabei ist dass man alle bzw
 wichtige Infor
mationen

uber die Matrix nutzt und diese auf ihre weitere Verarbeitungvorbereitet

Zu solchen Manahmen geh

oren
 Feststellung von Eigenschaften der Matrix in Bezug auf Symmetrie
strenge Regularit

at Denitheit Diagonaldominanz Orthogonalit

at u
 a

 Erkennen und Anwendung der Besetztheitsstruktur
 Bandbreiten und Prolreduzierung
 symmetrische ZeilenSpaltenpermutation
 Elementeabgleich
 Zerlegungs und Transformationstechniken

Dabei liegen die Untersuchungen in folgenden Problemklassen

 Skalierung als eine Form der Verbesserung der Kondition der Matrix

 Faktorisierungsmethoden der Form A  BC A  BCD oder

ahnlich unter
Einbeziehung von Aspekten die sie numerisch gutartig machen

Damit ist nat

urlich formal unter zus

atzlichen Bedingungen eine Transformati
on C  B

A beschrieben

 Transformationsmethoden der Form A

 BAC m

oglichst mit Angabe der
Transformationsmatrizen B und C einschlielich der Betrachtung von Son
derf

allen

Ziel dabei ist es dass die transformierte Matrix A

Eigenschaften besitzt die
ihre weitere Nutzung ezienter machen

Hier soll der Schwerpunkt auf den Anstrich  gelegt werden

Dazu werden L

osungsalgorithmen bzw
 implementierte Routinen in der verschiede
nen Programmiersprachen oder Computeralgebrasystemen angegeben

Einige erg

anzende grundlegende Abschnitte sowie zahlreiche Beispiele sollen insge
samt das Verst

andnis f

ur die Problematik unterst

utzen
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Kapitel 
Bandbreitenreduktion
F

ur LGS mit Bandmatrizen gibt es spezielle meist ezientere L

osungsverfahren

In vielen F

allen l

asst sich die Bandbreite einer Matrix A  a
ij
 durch simultane
Zeilen und Spaltenvertauschungen erheblich reduzieren
 Die Transformation ist
A

 a

ij
  P
T
AP PP
T
 P
T
P  I P
T
 P

 

wobei P eine Permutationsmatrix ist die durch die Permutation p  p

 p

  p
n

Permutationsvektor erzeugt wird
 Die Matrix P hat in ihrer iten Zeile an der jten
Spalte mit j  p
i
eine Eins stehen sonst Nullen

Eine solche simultane Vertauschung von Zeilen und Spalten ist also eine

Ahnlichkeits
transformation

Einige Beispielmatrizen sollen auf diese Weise transformiert werden
 Dazu sind Band
breite bw und Anzahl nne der Nichtnullelemente NNE angegeben 	 Kap
 


Beispiele
a
A  a
ij
 
 
B
B
B
B
B
B

 
 
 
 
  

C
C
C
C
C
C
A
 bwA   nne  
p      	 A

 P
T
AP 
 
B
B
B
B
B
B

 
 
 
  
 

C
C
C
C
C
C
A
 bwA

  	
 Bandbreitenreduktion
MATLAB liefert in seinen Kommandos symmmd und symrcm den Permutationsvektor
p f

ur die Matrix P
T
 also hier p    	   bei symrcm
 Nat

urlich kann man die
Vektoren p und p einfach ineinander

uberf

uhren

b
A  A  
 
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B

           
              
             
              
            
            
           
             
             
           

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A
 bw   nne  	
p    	        bw  
A

 P
T
AP 
 
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B

           
            
             
             
              
             
              
           
            
           

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

p         	   p    	        bw  
A

 a

ij
  P
T
AP 
 
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B

           
            
             
             
              
             
           
              
            
           

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

c Wir verringern die Bandbreite der symmetrischen   Matrix aus dem
mFile bucky der DemoToolbox von MATLAB

B  bucky
spyB
p  symrcmB
p 
  	 
   	  	   
 
   	 	   	 	
  
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 
spyBpp
print bildps dps
ij  findB
bw  maxijminij
bw 

ij  findBpp
bw  maxijminij
bw 
	
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 Bandbreitenreduktion
d
A 
 
B
B
B
B
B

   
 
 
 
 

C
C
C
C
C
A
 bwA   bA   nne  
p     	  A

 P
T
AP 
 
B
B
B
B
B

   
 
 
 
 

C
C
C
C
C
A
 bwA

   bA

  
e
A 
 
B
B
B
B
B

   
 
 
 
   

C
C
C
C
C
A
 bwA  bA   nne  
p     	  A

 P
T
AP 
 
B
B
B
B
B

   
   
 
 
 

C
C
C
C
C
A
 bwA

  bA

  
f
A 
 
B
B
B
B
B
B
B
B

     
     
     
     
     
     

C
C
C
C
C
C
C
C
A
 bwA  bA   nne  
p      	  A

 P
T
AP 
 
B
B
B
B
B
B
B
B

     
     
     
     
     
     

C
C
C
C
C
C
C
C
A
 bwA

  bA

  
Eine weitere Reduktion der Bandbreite ist nicht m

oglich

Zu jeder Matrix A gibt es eine Permutation die A in eine Matrix mit minimaler
Bandbreite

uberf

uhrt
 Diese Permutation ist in der Regel nicht eindeutig bestimmt

Leider gibt es f

ur groe n keinen Algorithmus der eine Permutation dieser Art mit
vertretbarem Rechenaufwand polynomialer Aufwand bestimmt
 Die praktisch be
nutzten Algorithmen liefern Permutationen die im Regelfall zu einer Bandbreite in
der N

ahe der minimalenBandbreite f

uhren
 Diese Feststellung beruht auf praktischen
Erfahrungen
 Es l

asst sich nur schwer theoretisch voraussagen wie weit die erreichte
Bandbreite von der minimalen abweicht

Von zahlreichen approximativen Algorithmen dieser Art werden der von Cuthill
McKee CM  	   der umgekehrte CuthillMcKee reverse Cuthill
McKee RCM sowie eine Modikation von GibbsPooleStockmeyer GPS  
am meisten benutzt
 Beide Algorithmen beruhen auf graphentheoretischen

Uberle
gungen
 Manchmal liefert der erste die besseren Ergebnisse manchmal der letzte
 Die
Unterschiede sind meistens gering
 Der Algorithmus von GibbsPooleStockmeyer er
fordert fast immer weniger Rechenzeit

 Bandbreitenreduktion
 Algorithmus von GibbsPooleStockmeyer
Im GPS wird eine weitere Verbesserung von CM  bez
 Bandbreite und Prol
durch die Maximierung der Anzahl der Stufen sowie damit durch die Minimierung
der mittleren Anzahl von Knoten pro Stufe erreicht

Gibbs Poole und Stockmeyer haben vorgeschlagen zuerst einen sogenannten Durch
messer des Graphen zu bestimmen der durch zwei Knoten festgelegt wird deren
k

urzester Verbindungsweg im Graphen am l

angsten ist
 Seine Bestimmung erfolgt
mit Hilfe des CMAlgorithmus

F

ur einen Startknoten v etwa mit minimalen Grad wird die zugeh

orige Stufenstruk
tur ermittelt
 Mit allen Knoten der letzten Stufe wiederhole man den Prozess
 Falls
dabei eine tiefere Stufenstruktur gefunden wird

ubernimmt der betreende Knoten
die Rolle von v f

ur den die Stufenstruktur bereits bekannt ist
 Andernfalls w

ahlt
man unter Knoten der letzten Stufe denjenigen u aus f

ur welchen die maximale An
zahl von Knoten pro Stufe also Stufenbreite am kleinsten ist
 Die so ermittelten
Knoten u und v bilden nicht mit Sicherheit die Endpunkte eines Durchmessers doch
wird ihre Distanz ann

ahernd maximal sein und man begn

ugt sich mit einem Pseu
dodurchmesser

Dieser erste Schritt des GPS ist sehr geeignet automatisch g

unstige Startknoten f

ur
den CM oder RCM zu bestimmen da der Aufwand relativ gering ist und in der Re
gel nur wenige Startpunkte getestet werden m

ussen um einen Pseudodurchmesser
zu nden

In vielen Anwendungsbeispielen k

onnen aber die erfolgversprechenden Startknoten
mit einiger

Uberlegung oder auf Grund von Erfahrungen leicht angegeben werden
f

ur welche die Nummerierungen zu ermitteln sind

In einem zweiten Schritt sollen die beiden Stufenstrukturen welche zu den beiden
Startpunkten u und v auf einem Pseudo Durchmesser geh

oren zu neuen Stufen
struktur kombiniert werden
 Dazu bilden die Durchschnitte entsprechender Stufen
einen ersten Kern der neuen Stufen die anschlieend nach bestimmten Auswahl
kriterien mit den noch nicht einbezogenen Knoten erg

anzt werden dass jede Stufe
schlielich eine m

oglichst kleine Zahl von Knoten enth

alt

Zum Schluss werden die Knoten innerhalb der neuen Stufenstruktur in Anlehnung an
den CM mit gewissen Modikationen durchnummeriert da jetzt eine Stufe Knoten
enthalten kann die nicht mehr zu einem Knoten der vorangehenden Stufe benach
bart sind
 Die oben erw

ahnte aus der CM oder RCMNummerierung resultierende
tridiagonale Blockstruktur der zugeh

origen Matrix B geht nat

urlich verloren

Der GPS soll nun genauer erl

autert werden

	 Algorithmus von Gibbs
Poole
Stockmeyer 
 Grundlagen
Einige graphentheoretische Grundlagen wurden bereits in  Kap
 
 vermittelt

Wir nehmen an dass die MatrixA symmetrisch ist
 Gem

a 	 Abschnitt 
 geben
wir ihre Bandbreiten an

Ihre gew

ohnliche Bandbreite bw ist
bwA     

wobei
 





 falls a
ij
  f

ur alle i  j
max
i  j
a
ij
	 

i j sonst
F

ur die zweite modizierte Bandbreite b gilt damit
bA  minm wobei a
ij
  i j mit ji jj  m   

Die Diagonalelemente von A haben keine Bedeutung f

ur die Bandbreite
 Sie seien
deshalb wie auch die sonstigen NNE der Matrix o
B
d
A
 alle 

Die Bandbreiten von
A  a
ij
 und B  b
ij
  ja
ij
j ja
ji
j
stimmen damit

uberein

Wenn P eine beliebige Permutationsmatrix ist gilt das gleiche f

ur die Bandbreiten
von
P
T
AP und P
T
BP
Die ite und jte Zeile von A heien verbunden direkt verbunden benachbart wenn
a
ij
  ist

Wir schreiben
z
i
 z
j
oder z
j
 z
i
 
	
Die Verbindungen der Diagonalelemente z
i
 z
i
zieht man nicht in Betracht
 Diese
w

urden bei den daraus sich ableitenden Graphen zu Schleifen f

uhren

Diese Verbindungen gestatten die Konstruktion eines ungerichteten Graphen mit
nummerierten Knoten z
i
oder einfach i
 Die Zeilen Zeilennummern der Matrix sind
also die Knoten des Graphen
 Die Anzahl seiner Kanten ist gleich der Anzahl nneo
der NNE oberhalb der Diagonalen

 Bandbreitenreduktion
Beispiel 	

A 
 
B

     
   
   

C
A
 nne   nneo  
Verbindungen z

 z

 z

 z

Ungerichteter Graph V G  fz

 z

 z

g
z

z

z


A 
 
B
B
B

     
     
     
     

C
C
C
A
 nne   nneo  	
Verbindungen z

 z

 z

 z

 z

 z

 z

 z

Ungerichteter Graph V G  fz

 z

 z

 z

g
z

z

z

z


An n 
 
B
B
B
B
B
B

   
     


















     
   

C
C
C
C
C
C
A
 nne  n   nneo  n 
Verbindungen z

 z

 z

 z

  z
n
 z
n
Ungerichteter Graph V G  fz

 z

  z
n
g
z

z

z

z
n

	 Algorithmus von Gibbs
Poole
Stockmeyer 
Umgekehrt l

asst sich aus dem Graphen das Muster der Matrix sofort rekonstruieren

Beispiel 	
 Der ungerichtete Graph G V G  fz

 z

 z

 z

 z

g
 
f

uhrt mit n   auf die Matrix
A 
 
B
B
B
B
B

   
 
 
 
   

C
C
C
C
C
A

 Der ungerichtete Graph G V G  fz

 z

 z

 z

 z

g
  

	
f

uhrt mit n   auf die Matrix
A 
 
B
B
B
B
B

   
   
   
   
         

C
C
C
C
C
A

 Der ungerichtete Graph G V G  fz

 z

 z

 z

g
 
	
f

uhrt mit n  	 auf eine vollbesetzte Matrix

 Bandbreitenreduktion
G G  VE V  V G E  EG heit ungerichteter Graph
wenn Folgendes gilt
 V G ist eine nichtleere Menge
 Ihre Elemente nennt man Knoten

 EG ist eine nichtleere Menge von Kanten
 Sie ist eine Teilmenge aller m

ogli
chen Kanten

  ist eine zweistellige Relation die zwischen gewissen Knoten g und h besteht

Wir schreiben g  h oder g und h sind verbunden direkt verbunden adjazent

	 F

ur alle g  V G gilt g  g
 g  h impliziert stets h  g

Ein Knoten g hat den Grad Valenz l wenn g mit genau l Knoten in G verbunden
ist also von diesem Knoten l Kanten ausgehen
 Manchmal wird daf

ur auch der Grad
l   genommen weil ja insbesondere g  g gilt
 Aber diese Gr

oe ist insofern
problematisch weil mit der Zulassung der Schleife die vom Knoten weg und wieder
hinf

uhrt eigentlich der Grad um  zu erh

ohen ist

Ein Graph heit zusammenh

angend wenn es zu beliebigen Knoten g und h aus V G
stets Knoten k
i
 V G i  r r  N

 mit folgenden Eigenschaften gibt
 k


 h k
r
 h
 k
i
 k
i
f

ur i  r

Damit ist ein Weg von g nach h beschrieben
 Die L

ange dieses Weges ist die Anzahl
der dabei durchlaufenen Kanten und betr

agt somit r

Der Abstand zweier Knoten g und h ist ein Weg mit k

urzester L

ange und wird mit
dg h bezeichnet
 Aus allen m

oglichen Abst

anden von Knoten eines Graphen ergibt
sich sein Durchmesser
diamG  max
ghV G
dg h 

Es sei
e
G eine beliebige nichtleere Teilmenge von G

Dann ist 
e
G ebenfalls ein Graph und Untergraph von G
 Wenn 
e
G zu
sammenh

angend ist nennen wir kurz
e
G zusammenh

angend

Die Knoten eines endlichen Graphen G seien irgendwie nummeriert d
 h
 es sei
V G  fg

 g

  g
n
g
 Zuweilen notiert man einfach G  fg

 g

  g
n
g

Analog zur Bandbreite einer Matrix heit
wG    maxd j d  ji jj mit g
i
 g
j
 

dann Bandbreite des Graphen G bez

uglich der gegebenen Nummerierung

	 Algorithmus von Gibbs
Poole
Stockmeyer 
Beispiel 	 Betrachten wir den W

urfelgraphen

Er hat  Knoten und  Kanten
 Seine Projektion in die Ebene ist
g
h
Er hat folgende Merkmale

 Der Graph ist zusammenh

angend

 Jeder Knoten hat den Grad Valenz 

 Der maximale Grad ist D  max
gV G
dg  

 Die Knoten g und h sind verbunden

 Es gibt mehrere Wege von g nach h solche mit der L

ange    usw

 Der Abstand dg h ist die L

ange des k

urzesten Weges und betr

agt 

 Der Durchmesser diamG   und ist fett hervorgehoben

Weitere Eigenschaften ergeben sich bei einer Nummerierung der  Knoten

Die erste Knotenbezeichnung und die zugeh

orige Adjazenzmatrix seien
 
	
 

adjA 
 
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B

   
   
   
   
   
   
   
   

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A
Damit sind u
 a
          und 	  
 Die gr

ote Dierenz benachbarter
nummerierter Knoten ist also 	 so dass in der Matrix 	 obere resp
 untere Neben
diagonalen mit NNE entstehen

Man erh

alt f

ur die verschiedenen Bandbreiten
badjA    	  D    
bwadjA     	 b    D    	
wG  
 Bandbreitenreduktion
Eine andere paarweise umlaufende Knotenbezeichnung und die zugeh

orige Adjazenz
matrix sind
 

 	

adjA 
 
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B

   
   
   
   
   
   
   
   

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A
Damit sind u
 a
    und   
 Die gr

ote Dierenz benachbarter nummerierter
Knoten ist also  so dass in der Matrix  obere resp
 untere Nebendiagonalen mit
NNE entstehen

Man erh

alt hier f

ur die verschiedenen Bandbreiten
badjA      D    
bwadjA     	 b    D    	 wG  
Nat

urlich ist diese Nummerierung nicht g

unstig gewesen
 Eine Umnummerierung ist
angebracht
 Mit dem Permutationsvektor p        	  erh

alt man den
Graphen und die zugeh

orige Adjazenzmatrix
 
	
 

adjA 
 
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B

   
   
   
   
   
   
   
   

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A
Die Bandbreiten sind wieder bwadjA  wG   badjA  	

Gleichzeitig erkennt man die Stufenstruktur der Nummerierung


 Stufe L

 Wurzel  jL

j  

 Stufe L

	 jL

j  

 Stufe L

 jL

j  
	
 Stufe L

 jL

j  
Tab	 	
Stufenstruktur L
k
 k     	
mit Wurzel 
Damit ist gem

a  Formel 
 b 
 
 Aber die Knotennummerndierenz von
verbundenen Knoten in aufeinanderfolgenden Stufen betr

agt 	
 Somit ist eine weitere
Bandbreitenreduktion nicht m

oglich

	 Algorithmus von Gibbs
Poole
Stockmeyer 
Es ist nun die Aufgabe eine Nummerierung der Knoten zu suchen bei der die Band
breite w m

oglichst klein ist

Der GPS l

auft grob in  Schritten ab

A Stufenstruktur und Bestimmung eine Pseudodurchmessers
Im diesem Schritt zerlegt man den Graphen in Stufen oder Schichten

L  L

 L

  L
r
 heit Stufenstruktur oder Schichtung engl
 level structure des
Graphen G wenn das Folgende gilt
 Die Mengen L
i
 i  r Stufen Schichten sind nichtleere disjunkte Teil
mengen von V G
 Ihre Vereinigung ist V G

 F

ur g  L
i
 h  L
j
und g  h ist ji jj 
 

r heit die Tiefe der Schichtung
 Ihre Breite k ist die Anzahl der Elemente der Schicht
mit den meisten Elementen Knoten

Abbildung 
 zeigt wie man einen Graphen in Schichten zerlegen kann

L

L

L

L

L

Stufenbreite k  
Stufentiefe r  
Abb	 	 Zerlegung eines Graphen in Schichten
Stufenstrukturen mit geringer Breite werden gew

ohnlich unter denen mit gr

oter Tie
fe gesucht
 Das heit wenn mehr Stufen vorhanden sind entfallen im Schnitt weniger
Knoten auf die einzelnen Stufen

Es w

are ideal Stufenstrukturen zu erzeugen zu deren Wurzel u  V G ein Knoten
v existiert mit du v  diamG
 Das Problem ist zwar l

osbar meist wird jedoch ein
approximativer Algorithmus dazu genommen
 Dieser berechnet einen Pseudodurch
messer der dem wahren Durchmesser diamG nahe kommt

F

ur eine groe Klasse von Graphen einschlielich B

aume ist der berechnete Pseu
dodurchmesser gleich dem wahren Durchmesser

 Bandbreitenreduktion
Beispiel 	 Der zusammenh

angende Graph G mit  Knoten sei

  	
   
 
 
Die Struktur entspricht keinem FEMNetz

Der Graph hat den Durchmesser diamG  
 Nimmt man als Wurzel u den Knoten
 auch Knoten  m

oglich und betrachtet dann das Kugelmodell so ergibt sich die
Stufenstruktur mit der Breite  und Tiefe 









	



u
v
L

L

L

L

L

L

L

 




 
 


	


  
Es ist weiterhin D    
 b 
   
 bw 
 

Die Umnummerierung der Knoten ist ebenfalls eingetragen
 Sie entspricht dem Per
mutationsvektor p  	           

	 Algorithmus von Gibbs
Poole
Stockmeyer 
Die bandbreitenreduzierte Matrix hat die Bandbreite bw   und die Gestalt
 
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B

 
   
 
   
 
   
  
  
 
   
 
 

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A
Dass man die Stufenbreite klein machen sollte unterstreicht auch der folgende Satz

Satz 	 Es sei L  L

 L

  L
r
 eine Stufenstruktur von G mit der Breite
k
 Dann gibt es eine Nummerierung der Knoten so dass die Bandbreite des Graphen
bez

uglich dieser Nummerierung kleiner gleich 	k   ist

Beweis
Man nummeriere erst die Elemente von L

 dann die Elemente von L

usw
 Damit
erh

alt man folgenden Ausschnitt aus der Stufenstruktur

L
i
L
i
L
i
Stufen
Verbindungen
Knoten
g
lk
  g
lk
g
lk
  g
lk
g
l
  g
lk
F

ur g

 g

 g

 L
i
und g

 L
j
folgen ji  jj 
  j  j 
 k   und damit
wG 	 	k  

 
Satz 	 Zu jedem Knoten g eines endlichen zusammenh

angenden Graphen gibt es
genau eine Stufenstruktur Rg  L

 L

  L
r
 folgender Art

 L

 fgg

 Zu jedem h  L
i
mit i   gibt es ein f  L
i
mit f  h

Diese Stufenstruktur heit Schichtung mit der Wurzel g

Beweis konstruktiv  
 Bandbreitenreduktion
Im Folgenden sei der Graph G endlich und zusammenh

angend
 Gegebenenfalls
kann man mehrere Zusammenhangskomponenten nacheinander nummerieren

Algorithmus zur Bestimmung der Endknoten eines Pseudodurchmessers
A Man w

ahle einen Knoten g  V G mit minimalem Grad

A Man erzeuge die Schichtung Rg  L

 L

  L
r


Die Elemente der letzten Schicht L
r
seien f
j
 j  l

Sie seien bez
 ihres Grades geordnet d
 h
 df
j
 
 df
j


A Man setze j  

A	 Man berechne Rf
j
  M

M

 M
s
 und setze m
j
gleich der Breite der
Schichtung Rf
j
 also m
j
 max
i	s
jM
i
j

Wenn s  r ist setze man g  f
j
und kehre nach A zur

uck

A Wenn j 	 l ist erh

ohe man j um  und wiederhole A	

A Damit hat man in jedem Fall f

ur den Knoten g die gr

ote Strukturtiefe

Man w

ahle nun j  f   lg so dass m
j
minimal ist

Dann setze man h  f
j


Dieser erste Teil bestimmt also zwei Knoten g und h als Endknoten eines Pseudo
durchmessers und die zugeh

origen Schichtungen
Rg  L

 L

  L
r
 L

 fgg
r

j	
L
j
 V G L
j
disjunkt
Rh  M

M

 M
s
 M

 fhg
s

j	
M
j
 V G M
j
disjunkt
Wir zeigen noch einige Eigenschaften der entstandenen SchichtungenRg und Rh

Satz 	 Es gelten f

ur die Schichtungen Rg und Rh gelten die Aussagen
 h  L
r

 s 
 r
 M
i

i
S
j	
L
rj
 B
i
 i     s
	 s  r
 g M
r

	 Algorithmus von Gibbs
Poole
Stockmeyer 
 L
i

i
S
j	
M
rj
 A
i
 i     r

Beweis
 Diese Aussage folgt aus der Konstruktion Schritte A und A h  k
j
 L
r


 s 
 r folgt aus Schritt A	 des Algorithmus

 F

ur i  s sei nun M
i
die leere Menge

Wir zeigen die Aussage durch vollst

andige Induktion
 Wegen  ergibt sich der In
duktionsanfang M

 fhg  L
r

 Es folgt der Schluss von i auf i  
 Alle Knoten
aus M
i
sind mit Knoten aus M
i
verbunden vergl
 Satz 
 
 Weil die Elemente
von L

nur mit Elementen in L

 L

und L

verbunden sind und weil M
i
eine
Teilmenge von B
i
ist ist M
i
 B
i


	 Aus  haben wir schon s 
 r
 Aber s kann nicht kleiner als r sein denn sonst
h

atte man mit s  r     
M
s

s

j	
L
rj
 L
r
 L
r
   L

 B
s
einen Widerspruch wegen
V G 
s

j	
M
j
 L
r
 L
r
   L


r

j	
L
j
 V G
 Auf Grund von  und 	 folgen
M

 L
r
 B


M

 L
r
 L
r
 B



M
r
 L
r
 L
r
  L

 B
r

M
r
 L
r
 L
r
  L

 B
r

M
j
 B
j
 B

 B

   B
r

r

j	
M
j

r

j	
B
j
 B
r
 V GnL

 V G 
r

j	
M
j

L

 M
r

g  M
r

 Der Nachweis kann wegen  analog zum Beweis von  gef

uhrt werden

 
 Bandbreitenreduktion
Die Aussagen des Satzes 
 m

ussen durch einige Erfahrungen erg

anzt werden
 In
den meisten praktischen Anwendungen zeigt sich Folgendes

 Die Tiefe r der beiden Schichtungen Rg und Rh ist entweder die maxima
le Tiefe die bei einer Schichtung von G erreicht werden kann also der
Durchmesser oder eine gute N

aherung davon

 Die Mengen L
j
M
rj
 j  r enthalten in vielen F

allen die meisten
Elemente von L
j
 M
rj

 Die beiden Schichtungen sind also sehr

ahnlich
selten allerdings identisch

 Der R

ucksprung von Schritt A	 des Algorithmus zu Schritt A kommt nur
bei wenigen Beispielen

uberhaupt vor dann aber nicht h

auger als einmal bei
einemGraphen
 Diese Beobachtung ist selbstverst

andlich von groer Bedeutung
f

ur die Rechenzeit

Beispiel 	 Wir betrachten einen zusammenh

angenden Graphen G mit  Knoten
und V G  fv t x r s yg

v
x
t
r
s
y
valv  	
L

L

L

Abb	 	
Graph mit logischer Stufenstruktur
Alle Knoten haben den Grad 	 und der Durchmesser ist 

Wir konstruieren die Stufenstruktur mit dem Startknoten v
 Damit ergibt sich auf
Grund der Verbindungen der Knoten die Schichtung
Rv  L

 L

 L

  fvg ft r s xg fyg
mit der Tiefe  und Breite 	

Da in der tiefsten Stufe nur der Knoten y mit dem Grad 	 ist kontrollieren wir die
zugeh

orige Schichtung
Ry  M

M

M

  fyg ft r s xg fvg
die sehr

ahnlich zu Rv ist
 Die Tiefe hat sich dabei nicht vergr

oert so dass die
Knoten v und y auch den Durchmesser  erzeugen

	 Algorithmus von Gibbs
Poole
Stockmeyer 
Ein Hinweis auf ein nichtkorrektes Vorgehen an dieser Stelle

Nicht verwendet werden kann die Stufenstruktur
v
x
t
r
s
y
valv  	
L

L

L

L

Abb	 	
Graph mit unzul

assiger Stufenstruktur
mit Rv  L

 L

 L

 L

  fvg ft xg frg fy sg bei der Tiefe 	 und Breite

 Die Verbindungen v  r und v  s verlangen dass v sowie r s in benachbarten
Stufen liegen
W

urde man trotzdem noch die Schichtung f

ur den Knoten y der tiefsten
Stufen gem

a Ry  M

M

M

M

M

M

  fyg ftg fvg fxg fsg frg
durchf

uhren so tr

ate wegen der Tiefe   	 dann der Fall des R

ucksprungs zum
Schritt A im Algorithmus auf

Beispiel 	 Kehren wir zum Graphen im Beispiel 
	 zur

uck

W

urden wir diesen wie ein Kugelmodell am Knoten  mit dem kleinsten Grad 
aufh

angen so ergibt sich die Schichtung R  L

 L

  L

 mit L

 fg L


fg  L

 f   g




	
 




 
 Bandbreitenreduktion
Alle Knoten in der tiefsten Stufe haben den Grad  so dass dann im Algorithmus
A die Berechnung von R eine tiefere Stufenstruktur liefert n

amlich
R  M

M

 M

M

 mit M

 fg und M

 f g

Die Wiederholung ab Schritt A mit der Wurzel  liefert nun keine tieferen Stufen
strukturen f

ur die Endknoten  und  mehr
 Damit erh

alt man
R R
L

 fg M

 M

 fg
L

 fg M

 M

 f g
L

 f g M

 M

 fg
L

 f 	g M

 M

 fg
L

 f g M

 M

 f g
L

 f g M

 M

 f 	 g
L

 f g M

 M

 f g
Tab	 	
Schichtungen nach Algorithmus A
Die Schichtungen R und R haben die gleichen Tiefen  aber unterschiedliche
Breiten  bzw
 
 Der Durchmesser ist  bestimmt durch die Endknoten  und 









	



g
h
L

L

L

L

L

L

L

B Bestimmung von S und Minimierung der Stufenbreite
Da die Schichtungen Rg L

 fgg h  L
r
 und Rh M

 fhg g  M
r
 sehr

ahnlich sind wird im n

achsten Teil des Algorithmus aus den beiden Schichtungen
eine neue Schichtung
S  S

 S

  S
r

mit gleicher Tiefe und m

oglichst kleiner Breite konstruiert
 Jeder Knoten f  V G
wird dabei nach einer der beiden folgenden Regeln in eine Schicht S
i
eingeordnet

	 Algorithmus von Gibbs
Poole
Stockmeyer 
Regel  Falls f  L
i
ist so sei f  S
i


Regel  Falls f M
ri
ist so sei f  S
i


F

ur die Elemente von L
i
M
ri
ergeben beide Regeln das gleiche Ergebnis
 Darum
ist jedenfalls
L
i
M
ri
 S
i

Die Menge
V G

  V G n
r

i	
L
i
M
ri
des Restgraphen G

zerf

allt in l Zusammenhangskomponenten G


 G


  G

l


Leider ist es nicht m

oglich f

ur die einzelnen Elemente von V G unabh

angig von
einander eine der Regeln  und  anzuwenden
 Ein solches Vorgehen ergibt im All
gemeinen keine Schichtung S
 Es gilt aber
Satz 	 Wenn in jeder Zusammenhangskomponente von G

konstant die gleiche
Regel entweder immer  oder immer  angewandt wird ist S eine Schichtung

Beweis
Die Anwendung der gleichen Regel in allenG

j
bedeutet die Verwendung derselben f

ur
alle h  V G so dass sich die Schichtung von Rg bzw
 von Rh auf S

ubertr

agt

 
Weiterhin denieren wir den Begri des assoziierten Stufenpaares

Jedem Knoten f  V G ordnen wir das assoziierte Stufenpaar i j geordnetes
Paar zu wobei
a i der Index der Stufe in Rg ist in der f enthalten ist und
b r   j der Index der Stufe in Rh ist in der f enthalten ist

Damit ist das Paar i j assoziiert mit dem Knoten f genau dann wenn f 
L
i
M
rj
ist

Wegen L

 fgg h  L
r
 M

 fhg g M
r
erh

alt man sofort dass
   assoziiert mit g ist da g  L

M
r

 r r assoziiert mit h ist da h  L
r
M



Die Schichtung Rg hat die Breite k

 max
i	r
jL
i
j die Schichtung Rh die Breite
k

 max
i	r
jM
i
j

Dieser zweite Teil des Algorithmus zu Ermittlung von S  S

 S

  S
r
 besteht aus
drei Einzelschritten

Dabei geben wir  Darstellungsm

oglichkeiten  bzw
  an

 Bandbreitenreduktion
B  Man setze S
i
 L
i
M
ri
 i  r und bestimme V G


 Wenn V G


die leere Menge ist dann ist dieser Teil B fertig

 Man nimmt der Reihe nach alle Knoten f  V G
 Ist das mit dem Knoten
assoziierte Paar der Form i i so wird dieser Knoten f der Stufe S
i
zugeordnet

Der Knoten f und alle mit ihm inzidenten verkn

upften Kanten werden aus
G entfernt

Wenn V G leer ist dann Ende von B

B  Man zerlege G

in Zusammenhangskomponenten G


 G


  G

l
 l  

Man sortiere die G

j
so dass stets jG

j
j  jG

j
j j  l   gilt

 Der RestgraphG

besteht aus einer oder mehreren disjunkten zusammenh

an
genden Komponenten G


 G


  G

l
 l   die mit wachsendem Index abneh
mende Knotenzahl haben sollen

B F

ur jede Komponente G

j
 j  l f

uhre man die folgenden Schritte aus


 Man erweitere alle S
i
zu
e
S
i
 i  r durch Einordnung der Knoten aus
G

j
nach Regel 

Man erweitere alle S
i
zu

S
i
 i  r durch Einordnung der Knoten aus
G

j
nach Regel 


 Man berechne
k

 maxj
e
S
i
j  i  r mit
e
S
i
 S
i

und
k

 maxj

S
i
j  i  r mit

S
i
 S
i


 Falls k

	 k

oder k

 k

und k


 k

sind setze man S
i

e
S
i

sonst S
i


S
i
 i  r


 Man berechne den Breitenvektor s  s

 s

  s
r
 mit s
i
 jS
i
j

Man bestimme die Breitenvektoren s

 s

  s
r
 bzw
 s

 s

  s
r
 mit
s
i
 s
i
 Anzahl der Knoten die in S
i
plaziert werden wenn das 

Element des Paares benutzt wurde also gleich i ist f  L
i

s
i
 s
i
 Anzahl der Knoten die in S
i
plaziert werden wenn das 

Element des Paares benutzt wurde also gleich i ist f 
M
ri



 Man berechne
k

 max
i	r
s
i
 s
i
 s
i
 
und
k

 max
i	r
s
i
 s
i
 s
i
 
	 Algorithmus von Gibbs
Poole
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
  Falls k

	 k

ist dann ordne man alle Knoten der Komponente in die
von den 
 Elementen der assoziierten Paare angezeigten Stufen von S ein

 Falls k

 k

ist dann ordne man alle Knoten der Komponente in die
von den 
 Elementen der assoziierten Paare angezeigten Stufen von S ein

 Falls k

 k

ist dann benutze man diejenigen Elemente der assoziierten
Paare die von der Stufenstruktur mit der geringeren Breite herr

uhren

Sind die Breiten k

und k

gleich dann benutze man die 
 Elemente

Damit ist jeder Knoten von G in eine Stufe von S eingeordnet und die Berechnung
der Schichtung S abgeschlossen

Dieser zweite Teil des Algorithmus beansprucht einen groen Teil der Rechenzeit

Das gilt insbesondere wenn V G

 viele Komponenten besitzt

Beispiel 	 In Abbildung 
	 sind f

ur einen Graphen die SchichtungenRg Rh
und S aufgezeichnet wobei das Ergebnis S nat

urlich noch zu begr

unden ist

g
h
g
h
g
h
















Abb	 	 Graph mit Schichtungen Rg Rh und S
 Bandbreitenreduktion
Schichtung Rg g   Schichtung Rh h  

	  
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j
L
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 f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Tab	 	 Schichtungen nach Algorithmus A mit Initialisierung von S
V G

 besteht hier aus zwei Komponenten mit je drei Knoten

V G

  f    	 g  ff  g f 	 gg  fG


 G


g jG

j
j  
Betrachten wir den Schritt B des Algorithmus
 F

ur die linke Komponente wird
Regel  f

ur die rechte Komponente Regel  angewandt

Schema
j   G


 f  g
S
i
 	   
e
S
i
 	    Regel  k

 

S
i
 	    Regel  k

 
k

 k

S
i


S
i
also Anwendung von Regel 
S
i
 	   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j   G


 f 	 g
S
i
 	   
e
S
i
 	   	 Regel  k

 

S
i
 	  	  Regel  k

 
k

	 k

S
i

e
S
i
also Anwendung von Regel 
S
i
 	   	
So ergibt sich die vertikale Schichtung mit der optimalen Breite 

Dies entspricht auch der Vorgehensweise bei der Nummerierung eines rechtwinkeligen
Gitternetzes wo der Durchlauf in der Koordinatenrichtung zuerst erfolgt in der die
kleinere Anzahl von Gitterpunkten liegt

Beispiel 	 Wir kn

upfen an das Beispiel 
 an mit
R k

  R k

  Init S
L

 fg M

 M

 fg S

 fg
L
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 fg M

 M

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
 fg
L
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 f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g
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 fg
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
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
 M
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
 fg
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
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
 M
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
 fg
Tab	 	 Schichtungen nach Algorithmus A mit Initialisierung von S
Wir untersuchen nun die 
 Darstellungsm

oglichkeit im Algorithmus B unter Ver
wendung der assoziierten Paare f

ur die Knoten

Knoten assoz Paare i j Zuordnung zu S
i
 	   L

M

   S

 	   L

M

   S

 	   L

M

   S

 	
 	   L

M

   S

 	
 	
 	   L

M

 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 	
 	   L

M

   S

 	
 	   L

M

   S

Tab	 	 Knoten  mit assoz
 Paaren und Zuordnung zu den Schichten
 Bandbreitenreduktion
Alle Breiten jS
i
j sind 

Der Graph G zerf

allt nach Streichung der Knoten  und inzidenten
Kanten in 	 Untergraphen Zusammenhangskomponenten

V G

  f	    g  ff g f	g fg fgg  fG


 G


 G


 G


g
die mit abnehmender Knotenzahl sortiert sind

F

ur die 	 Untergraphen betrachten wir zu S
i
die Erweiterungen
e
S
i
und

S
i
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

 f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   
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S
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e
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i
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
S
i
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 
k

 k
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S
i

e
S
i
also Anwendung von Regel 
S
i
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s
i
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i
j       
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 G

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 
S
i
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	   
e
S
i
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 

S
i
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	    k

 
k

 k

 
S
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
e
S
i
also Anwendung von Regel 
S
i
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s
i
 jS
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j  	 G


 fg    
S
i
   	   
e
S
i
   	    k

 

S
i
   	    k

 
k

 k

 
S
i

e
S
i
also Anwendung von Regel 
S
i
   	   
s
i
 jS
i
j       
Es wird also immer die Regel  angewendet d
 h

S  S

 S

  S

  R  L

 L

  L


C Umnummerierung der Knoten
Ausgehend von der Schichtung S  S

 S

  S
l
  S
r
 kann nun im dritten und
letzten Teil des Algorithmus der Graph nummeriert werden

Variante 
Die Anfangsnummer sei 

C Man setze l  
 Man gehe zu C	

C f durchlaufe alle Elemente von S
l
in der Reihenfolge der Nummerierung

F

ur festes f nummeriere man alle noch nicht nummerierten

f  S
l
 die mit f
verbunden sind so dass der Grad der

f nicht f

allt

C f durchlaufe alle bereits nummerierten Elemente von S
l
in der Reihenfolge der
Nummerierung
 F

ur festes f nummeriere man alle noch nicht nummerierten

f  S
l
 die mit f verbunden sind so dass der Grad von

f nicht f

allt

C	 Wenn noch nicht alle Elemente von S
l
nummeriert sind suche man ein unnum
meriertes Element aus S
l
mit minimalem Grad
 Man gebe ihm die n

achste
Nummer und kehre nach C zur

uck

C Man erh

ohe l um  und kehre f

ur l 
 r nach C zur

uck

Diese Variante l

asst auch zu dass in den Schichten S
l
Knoten ohne Verbindung zu
S
l
auftreten bzw
 mit anderen Knoten in S
l
verbunden sind

Ber

ucksichtigt man die Besonderheit der Schichtung dass S

 L

 fgg und M


fhg sind die bestehenden Verbindungen zwischen den Schichten sowie die Grade von
g und h ergibt sich eine zweite Darstellungsm

oglichkeit von Teil C

 Bandbreitenreduktion
Variante 
C Wenn der Grad von h kleiner als der von g ist kehre man durch Setzen von S
l
zu S
rl
 l     r die Reihenfolge der Stufen um

C Man setze f

ur g  S

 V G die Anfangsnummer 

C F

ur l     r f

uhre man aus
C
 Sei f  S
l
falls er existiert derjenige Knoten der die niedrigste Num
mer hat und allen bereits nummerierten Knoten in S
l
 die zu wenigstens
einem noch unnummerierten Knoten aus S
l
adjazent sind in der Reihen
folge aufsteigender Grade

Man gebe diesem unnummerierten Knoten aus S
l
die n

achste Nummer

C
 Man wiederhole C
 jeweils f

ur den n

achsten Knoten aus S
l
 bis alle
Knoten aus S
l
 die zu Knoten aus S
l
adjazent sind nummeriert wurden

Mit diesem Schritt ist auch die Nummerierung beendet

Alte Nummerierung des Graphen    n
Neue Nummerierung des Graphen 


 


  

n

Die neue Nummerierung ist eine Permuation des Vektors    n

Die PermutationsmatrixP f

ur die TransformationA

 P
T
AP hat ihre EinsEintr

age
an den Stellen i 

i
 i     n

Das Ergebnis l

asst sich in einigen F

allen noch durch einen iterativen Algorithmus
von Rosen   verbessern


Uber Erfahrungen mit diesem Algorithmus berichtet
Lierz  

Alle Algorithmen zur Bandbreitenreduktion kommenhaupts

achlich f

ur nicht zu groe
schwach besetzte Matrizen mit unregelm

aigemMuster in Frage
 Sie treten haupts

ach
lich bei FiniteElementAns

atzen mit komplizierter Geometrie auf
 Eine typische
Gr

oenordnung w

are etwa n   bw  

	 Algorithmus von Gibbs
Poole
Stockmeyer 
 Programmerl

auterungen zu GPS
Das FORTRANProgramm zu GPS ist aus 

Der dortige Algorithmus mit den Schritten AO ist leicht modiziert worden

Bezogen auf seine drei Hauptteile ist die Zuordnung dieser Schritte zur neuen Ein
teilung wie folgt

A A G BB K C Variante 
B A HIJ B L C
C A M C
D A	 N C	
E A O C
F A
C 
C HP  BANDREDFOR DOSVersion
C UP  REDUCE
C 
C HAUPTPROGRAMM ZUR BANDBREITENREDUKTION EINER SYMMETRISCHEN
C SCHWACH BESETZTEN MATRIX NACH DEM VERFAHREN VON GIBBS POOLE
C UND STOCKMEYER
C THMEIS UMARCOWITZ  NUM BEHANDLUNG PARTIELLER DIFFERENTIAL
C GLEICHUNGEN SPRINGER BERLIN 	
 KAP A
C
C DAS PROGRAMM IST AUSGELEGT FUER MAXIMAL
C NMAX   MATRIXZEILEN
C
C EINGABE
C DATEI MIT N M AI
C N  ANZAHL DER ZEILEN DER MATRIX
C BEGRENZUNG DURCH NMAX 
C M  ANZAHL DER VON NULL VERSCHIEDENEN MATRIXELEMENTE
C OBERHALB DER HAUPTDIAGONALEN
C BEGRENZUNG DURCH MMAX 

C AI IM
C ENTHAELT DIE INDIZES DER NNE DER MATRIX OBER
C HALB DER HAUPTDIAGONALEN IN GEORDNETER REIHEN
C FOLGE IJ IJ 
C AUSGABE
C DATEI MIT KOLD KNEW N AI
C KOLD  BANDBREITE VOR DER BANDBREITENREDUKTION
C KNEW  BANDBREITE DANACH
C N
C AI IN
C PERMUTATIONSVEKTOR FUER ZEILEN UND SPALTEN
 Bandbreitenreduktion
C 
PARAMETERNMAXMMAX

INTEGER AVECIND

INTEGER NMKOLDKNEWI
CHARACTER
 FNAMEFNAMEFNAME
COMMON AVECIND
WRITE


 FORMAT BANDBREITENREDUKTION EINER SYMM MATRIX
WRITE
 FORMAT NAME DER EINGABEDATEI MATRDAT  
READA FNAME
OPENFILEFNAMESTATUSOLD
WRITE
 FORMAT NAME DER  AUSGABEDATEI PERMDAT  
READA FNAME
OPENFILEFNAMESTATUSUNKNOWN
WRITE
 FORMAT NAME DER  AUSGABEDATEI PERMCDAT  
READA FNAME
OPENFILEFNAMESTATUSUNKNOWN
READ NM
IFNLT OR NGTNMAX STOP N ZU KLEINGROSS 
IFMGTMMAX STOP M ZU GROSS 
READ AI IM
 CONTINUE
C 
C AUFRUF DES UP REDUCE
C 
CALL REDUCENMKOLDKNEW
C 
C ERGEBNISSE IN DATEIN
C 
WRITE KOLDKNEW
 FORMATXI
WRITE N
 FORMATXI
WRITE	 AI IN
	 FORMATXI
WRITE	 AI IN
STOP S C H L U S S
END
C
C 
C UNTERPROGRAMME
	 Algorithmus von Gibbs
Poole
Stockmeyer 
C 
C
SUBROUTINE REDUCENMKOLDKNEW
C 
C UNTERPROGRAMM ZUR BANDBREITENREDUKTION EINER SYMMETRISCHEN
C SCHWACH BESETZTEN MATRIX NACH DEM VERFAHREN VON GIBBS POOLE
C UND STOCKMEYER
C DIE DIMENSIONSGRENZEN KOENNEN GEAENDERT WERDEN ABER DAS
C PROGRAMM IST AUSGELEGT FUER MAXIMAL
C NMAX   MATRIXZEILEN
C
C EINGABE
C N  ANZAHL DER ZEILEN DER MATRIX
C BEGRENZUNG DURCH NMAX 
C M  ANZAHL DER VON NULL VERSCHIEDENEN MATRIXELEMENTE
C OBERHALB DER HAUPTDIAGONALEN
C BEGRENZUNG DURCH MMAX 

C AI IM
C ENTHAELT DIE INDIZES DER NNE DER MATRIX OBER
C HALB DER HAUPTDIAGONALEN IN GEORDNETER REIHEN
C FOLGE IJ IJ 
C AUSGABE
C KOLD  BANDBREITE VOR DER BANDBREITENREDUKTION
C KNEW  BANDBREITE DANACH WENN DIE EINGABEMATRIX AI
C ENTSPRECHEND PERMUTIERT WIRD
C AI IN
C PERMUTATIONSVEKTOR FUER ZEILEN UND SPALTEN
C NMAXMMAX
C 
C AMMAX
C VECNMAX INDNMAX
 LISTNMAX GRADNMAX NRNMAX
C 
C
INTEGER MNKOLDKNEW
INTEGER AVEC
 IND
LISTGRADNR
COMMON AVECIND
EQUIVALENCE LISTINDGRADIND
 NRIND
INTEGER NNMNNUENMNUMISOLDNEW
 FLLLLOIJKIIIKNPKKNKKP
 GHSTARTDEPTHFDEPTHBLEVWTHGRDMINCC
 KAPPAKAPPAKAPPAKAPPAKAPPA
 INDINDINDJINDJINDJINDI	INDI
VECJ
DATA C
 Bandbreitenreduktion
CC
C 
C ABSCHNITT 
C 
MMM
KOLD
KNEWN
DO  I

DO  JN
 INDJI
IFMEQ GOTO 

DO  IM
JIABSAIAI
IFJGTKOLD KOLDJ
 CONTINUE
DO  IM
KAI
 INDK	
NUM
DO  IN
IFINDI	GT GOTO 
NRINUM
NUMNUM
 CONTINUE
C 
C ABSCHNITT  NEUE DATENSTRUKTUR
C 
DO  IM
KAI
KAI
AIKCK
 AIKCK
CALL SSORTM
J
OLDA
DO 	 IM
NEWAI
IFNEWGTOLD JJ
AJNEW
	 OLDNEW
MJ
IND
J
LOAC
DO  IM
KAI
	 Algorithmus von Gibbs
Poole
Stockmeyer 
LKC
LKLC
AIL
IFLEQLO GOTO 
LOL
JJ
INDJI
 CONTINUE
INDJM
LIST
J
DO  IN
IFINDI	GT JJ
 LISTIINDJ
DO  IN
 GRADILISTILISTI
DO  IN
FLISTI
LLISTI
 CALL SSORTAFL
C 
C ABSCHNITT  BERECHNUNG VON RG
C SCHRITTE A UND B BERECHNUNG VON KAPPA
C INDI	 SCHICHTNUMMERN VON RG
C VECI ELEMENTE DER LETZTEN SCHICHT
C 
START
VECJ
 GRDMINN
DO  IN
IFNRIGT GOTO 
IFGRDMINLEGRADI GOTO 
STARTI
GRDMINGRADI
 CONTINUE
C 
 GSTART
NNN
CALL LEVELGNNDEPTHFKKAPPA
JNNK
DO 
 IK
IIIIJ

 VECIINDIII
DO  IN
 INDI	INDI

 Bandbreitenreduktion
C 
C ABSCHNITT  BERECHNUNG VON RH
C SCHRITTE C BIS F BERECHNUNG VON KAPPA
C INDI
 SCHICHTNUMMERN VON RH
C 
LEVWTHN
DO  IK
STARTVECI
NN
CALL LEVELSTARTNDEPTHBKNKAPPA
IFDEPTHBGTDEPTHF GOTO 
IFKAPPAGELEVWTH GOTO 
LEVWTHKAPPA
VECJI
 CONTINUE
HVECVECJ
NN
CALL LEVELHNDEPTHBKNKAPPA
C 
C ABSCHNITT  VORLAEUFIGE ZAEHLUNG DER ELEMENTE VON SI
C SCHRITTE G
C INDI VORLAEUFIGE ANZAHL DER ELEMENTE VON SI
C INDI SCHICHTNUMMERN FUER KNOTEN MIT GLEICHER
C NUMERIERUNG SONST 
C 
DO  IN
INDI
 INDI
J
KNPDEPTHF
DO  IN
INDI
INDI

IFINDI
EQ GOTO 
KKNPINDI

IFINDI	NEK GOTO 
INDKINDK
KK
JJ
 CONTINUE
INDIK
 CONTINUE
C 
C ABSCHNITT  BESTIMMUNG UND SORTIERUNG DER VI
C SCHRITTE G
C VECI STARTELEMENTE DER VI SORTIERT NACH IABSVI
	 Algorithmus von Gibbs
Poole
Stockmeyer 
C 
K
IFJEQNN GOTO 
DO  IN
IFINDILE GOTO 
STARTI
CALL KOMPONSTARTN
KK
VECKSTART
INDSTART
N
 CONTINUE
DO  IN
IFINDILTC INDIINDIC
 CONTINUE
CALL SSORTVEC
K
NMVECK
NMINDNM

DO  IK
 INDI
VECI
C 
C ABSCHNITT 	 BERECHNUNG VON S
C SCHRITTE H BIS J
C INDI ANZAHL DER ELEMENTE VON SI
C INDI SCHICHTNUMMERN IN S
C INDI ALLE KNOTEN VI
C 
DO  JDEPTHF
 VECJ
KPK
DO  NUEK
IIIKPNUE
STARTINDIII

CALL KOMPONSTARTN
IND	
IS
 DO  JN
INDJINDJ
IIIINDINDJINDIS
VECIIIVECIII
 INDJIII
KAPPA
DO  JN
INDJINDJ
IIIVECINDJ
IFIIILE GOTO 
 Bandbreitenreduktion
IIIIIIINDINDJ
VECINDJ
IFIIIGTKAPPA KAPPAIII
 CONTINUE
IFISGT GOTO 
KAPPAKAPPA
IND
ISC
GOTO 
C 
 KAPPAKAPPA
IFKAPPAKAPPA 	

	 IFKAPPAGTKAPPA GOTO 

 DO 	 JN
INDJINDJ
IIIINDINDJ	
INDINDJIIIC
	 INDIIIINDIII
GOTO 

 DO  JN
INDJINDJ
 INDINDJINDINDJ
 CONTINUE
DO  JNM
 GRADJLISTJLISTJ
 DO  IN
IFINDILTC INDIINDIC
 INDIIABSINDI
C 
C ABSCHNITT 
 NUMERIERUNG
C SCHRITTE K BIS O
C 
DO  IN
 VECII
CALL SSORTVECN
IND
L
OLD
NEW
IND	G
NRGNUM
NUMNUM
C 
 I
C 
	 Algorithmus von Gibbs
Poole
Stockmeyer 
 II
IFIGTNEW GOTO 
	 INDI	INDI	
LLISTINDI	
LLISTINDI	
DO 
 JLL
STARTAJ
IFNRSTARTGT GOTO 

IFINDSTARTNEL GOTO 

NRSTARTNUM
NUMNUM
NEWNEW
INDNEW	START

 CONTINUE
GOTO 
C 
 IFNEWOLDGEINDL GOTO 
GRDMINN
INDIND
DO  JINDN
VECJVECJ
INDJINDVECJ
IFINDJL 
 IFNRVECJGT GOTO 
IFGRADVECJGEGRDMIN GOTO 
GRDMINGRADVECJ
STARTVECJ
GOTO 
 INDJ
 CONTINUE
 INDIND
NRSTARTNUM
NUMNUM
NEWNEW
INDNEW	START
GOTO 	
C 
 NEWNEWOLD
DO  INEW
IIIIOLD
 INDI	INDIII	
OLDNEW
LL
IFLLEDEPTHF GOTO 
IFNUMLEN GOTO 
 Bandbreitenreduktion
C 
C ABSCHNITT  BERECHNUNG VON KNEW
C 
KNEW
DO 	 IN
NNRI
LLISTI
LLISTI
IFLGTL GOTO 	
DO  JLL
KAJ
IIIIABSNNRK
IFIIIGTKNEW KNEWIII
 CONTINUE
	 CONTINUE

 IFKOLDGTKNEW GOTO 	
KNEWKOLD
DO  IN
 AII
RETURN
	 DO 	 IN
	 AINRI
RETURN
END
C 
C
SUBROUTINE LEVELSTARTNNDEPTHKWIDTH
C 
C ERZEUGUNG DER SCHICHTUNG RSTART
C DEPTH TIEFE DER SCHICHTUNG
C K ANZAHL DER KNOTEN IN DER LETZTEN SCHICHT
C WIDTH BREITE DER SCHICHTUNG
C NN ANZAHL DER ZUGEORDNETEN KNOTEN
C 
INTEGER STARTNNDEPTHKWIDTH
INTEGER AVEC
 IND
LISTGRADNR
COMMON AVECIND
EQUIVALENCE LISTINDGRADIND
 NRIND
INTEGER IJBEGINENDENKKLBRSTARTNAILL
JNN
DO  IJ
 INDI

	 Algorithmus von Gibbs
Poole
Stockmeyer 
BEGIN
N
K
LBR
K
INDSTART
INDSTART

C 
 KK
ENDEN
DO  JBEGINENDE
STARTNINDJ
LINDSTARTN
LINDSTARTN
DO  ILL
AIAI
IFINDAI
NE GOTO 
INDAI
K
NN
INDNAI
 CONTINUE
 CONTINUE
KK
KNENDE
IFLBRLTK LBRK
BEGINENDE
IFKGT GOTO 
C 
DEPTHK
WIDTHLBR
NNN
RETURN
END
C 
C
SUBROUTINE KOMPONSTARTN
C 
C BERECHNUNG DER KOMPONENTE VI IN DER START LIEGT
C N ANZAHL DER VERARBEITETEN KNOTEN
C INDI ALLE KNOTEN VI
C 
INTEGER STARTN
INTEGER AVEC
 IND
LISTGRADNR
COMMON AVECIND
 Bandbreitenreduktion
EQUIVALENCE LISTINDGRADIND
 NRIND
INTEGER IJBEGINENDEKSTARTNAILLCC
DATA C
CC
BEGIN
N
INDSTARTINDSTARTC
INDSTART
C 
 ENDEN
DO  JBEGINENDE
STARTNINDJ
LINDSTARTN
LINDSTARTN
DO  ILL
AIAI
IFINDAILT GOTO 
INDAIINDAIC
NN
INDNAI
 CONTINUE
 CONTINUE
KNENDE
BEGINENDE
IFKGT GOTO 
RETURN
END
C 
C
SUBROUTINE SSORTFL
C 
C SORTIERUNG VON A VON AF BIS AL
C 
INTEGER FL
INTEGER AVEC
 IND
LISTGRADNR
COMMON AVECIND
EQUIVALENCE LISTINDGRADIND
 NRIND
INTEGER IJNSTISJSLSAI
IFLLEF RETURN
NLF
S
DO  T
	 Algorithmus von Gibbs
Poole
Stockmeyer 
IFSGTN GOTO 
LSLS
DO  IFLS
ISIS
AIAIS
JI
JSIS
 IFAIGEAJ GOTO 
AJSAJ
JSJ
JJS
IFJGEF GOTO 
 AJSAI
 CONTINUE
 SS
 CONTINUE
RETURN
END
C 
C
SUBROUTINE SSORTVECKFL
C 
C SORTIERUNG VON VECI SO DASS INDVECIK NICHT FAELLT
C VON IF BIS IL
C 
INTEGER FLKVEC
INTEGER AVECC
 IND
LISTGRADNR
COMMON AVECCIND
EQUIVALENCE LISTINDGRADIND
 NRIND
INTEGER IJNSTISJSLSAIAJGI
IFLLEF RETURN
NLF
S
DO  T
IFSGTN GOTO 
LSLS
DO  IFLS
ISIS
AIVECIS
GIINDAIK
JI
JSIS
 AJVECJ
 Bandbreitenreduktion
IFGIGEINDAJK GOTO 
VECJSVECJ
JSJ
JJS
IFJGEF GOTO 
 VECJSAI
 CONTINUE
 SS
 CONTINUE
RETURN
END
C 
C ENDE UP
C 
Zun

achst erinnern wir uns an das FORTRANProgramm TRANSFER
FOR aus 	
und 	 Kap
 

 dass in einem Vorabschritt in der Lage ist aus der Netzstruk
tur von Knoten FEMModell die schwach besetzte symmetrische FEMMatrix zu
erzeugen

C 
C HP  TRANSFERFOR DOSVersion
C UP  
C 
C HAUPTPROGRAMM ZUR UEBERFUEHRUNG DER ELEMENTSTRUKTUR EINES FEM
C NETZES IN DIE MATRIXBELEGUNG IN FORM VON NICHTNULLELEMENTEN
C NNE ZWECKS WEITERER MINIMIERUNG DER BANDBREITE ODER DES
C PROFILS
C DAS PROGRAMM IST AUSGELEGT FUER MAXIMAL
C NMAX   KNOTENPUNKTE
C
C N  ANZAHL DER KNOTENPUNKTE ANZAHL DER ZEILEN DER
C MATRIX
C NMAX  BEGRENZUNG FUER N
C M  ANZAHL DER VON NULL VERSCHIEDENEN MATRIXELEMENTE
C OBERHALB DER HAUPTDIAGONALEN
C MMAX  BEGRENZUNG FUER M
C
C EINGABE
C DATEI MIT N NKNOTNPI 
C N
C NKNOT  ANZAHL DER KNOTENPUNKTE PRO ELEMENT 

C NKNOT    SCHLUSSZEILE
C NPI  KNOTENNUMMERN PRO ELEMENT
C NP  SCHLUSSZEILE FUER ELEMENTTYP
C AUSGABE
C DATEI MIT N M AI
C N
C M
C AI IM
C ENTHAELT DIE INDIZES DER NNE DER MATRIX OBER
C HALB DER HAUPTDIAGONALEN IN GEORDNETER REIHEN
C FOLGE IJ IJ 
C 

	 Algorithmus von Gibbs
Poole
Stockmeyer 
Den GPSAlgorithmus kann man nun sinnvoll in folgenden Gesamtablauf einbetten

	 TRANSFER	FOR
Programm zur

Uberf

uhrung der Elementstruktur eines FEMNetzes mit
N Knoten in die Matrixbelegung in Form von NNE

Eingabe FEMNetz als Datei
ELEMDAT N
NKNOT
NPK KNKNOT


NKNOT
NPK KNKNOT




Ausgabe NNE oberhalb der Hauptdiagonalen der symmetrischen Matrix
M Paare i j angeordnet zeilenweise in aufsteigender Folge als Datei

MATRDAT N M
AK K	M
	 BANDRED	FOR
Programm zur Bandbreitenreduktion einer symmetrischenMatrix der Ordnung
N gem

a GPS

Eingabe NNE oberhalb der Hauptdiagonalen der symmetrischen Matrix
M Paare i j angeordnet zeilenweise in aufsteigender Folge als Datei

MATRDAT N M
AK K	M
Ausgabe Alte und neue Bandbreite sowie Umnummerierung Permutations
vektor als Dateien

PERMDAT KOLD KNEW
N
AK KN
PERMCDAT AK KN
 Bandbreitenreduktion
Zur Demonstration des Gesamtablaufs kehren wir zum Beispiel  Bsp 
 zur

uck

Beispiel 	 Gebietsvernetzung mit unterschiedlichen Elementen
Knotenanzahl n  
Zuerst machen wir den Schritt mit dem Programm TRANSFER	FOR


 
	 





 
 	 
NetzFile ELEM	DAT


  


     	

	
 	  
	   


     	  


Abb	 	 Gebietsvernetzung
Besetzungsstruktur der
symmetrischen Matrix A  nne   NNE mit Indizes i j i 
 j
x x x
x x x x x x x x
x x x
x x x x x x x
x x x
x x x x x x x x x x
x
x x x
x x x x x x x
x x x x x x
x x x x x
x x x x
x x x
x x
x
n  
         
         
         
         
         
         
         
         
         
         
         
         
         
 
Die Bandbreiten der Ausgangsmatrix A sind KOLD  b   bw    	 b  

Das Prol betr

agt     

	 Algorithmus von Gibbs
Poole
Stockmeyer 
Das NNEFileMATR	DAT dazu mit  geordneten Indexpaaren i j i 	 j ist

 

 	   	  	  	 

	  	  	  	   
 
  
      
    
  
   
         	
     
    
     	    
 
    	    
 
  	      

	  	  	 
    

 

Unter Verwendung dieses NNEFiles f

uhrt man nun den Schritt mit dem Programm
BANDRED	FOR aus

Die zwei Ergebnisdateien mit dem Permutationsvektor p sind
permdat
 


  	 
      
	    

permcdat
  	 
      
	    

Die Neunummerierung der Knoten der Gebietsvernetzung sowie die bandbreitenre
duzierte Matrix A

 P
T
AP sind

 
 





 
  
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nz = 117
KNEW  b  
bw  
Prol     
 Bandbreitenreduktion
Interessant ist ein Vergleich mit CMRCM Programm CUTHILL
FOR

Das NetzFile wurde schon notiert
 Nur mit der kleinen Ver

anderung dass das Pro
gramm sich als Startknoten denjenigen mit minimalen Grad selbst bestimmen soll

Die Ergebnisdatei RESCUTH
DAT ist
NAME DER DATEI  eelemdat
ALGORITHMUS VON CUTHILLMCKEE FUER

 KNOTENPUNKTE
KNOTENNUMMERN PRO ELEMENT
 	 
	     
	  
 
   

  
    	 
MINIMALER GRAD  	 MAXIMALER GRAD  	
MINIMALE BANDBREITE  
STARTNUMMERN MIT KLEINSTEM GRAD

ERGEBNISSE DER NEUNUMERIERUNGEN
STARTPUNKT BANDBREITE PROFIL CM PROFIL RCM
   
MINIMALE BANDBREITE M   FUER STARTPUNKT 
DER PERMUTATIONSVEKTOR DER NEUNUMERIERUNG LAUTET 
  	 
      
  
 	 
MINIMALES PROFIL   FUER STARTPUNKT 
DER PERMUTATIONSVEKTOR DER NEUNUMERIERUNG LAUTET 

    	     
 
   	
Auch hier geben wir die Neunummerierung der Knoten der Gebietsvernetzung sowie
die bandbreitenreduzierte Matrix A

 P
T
AP an

	 Algorithmus von Gibbs
Poole
Stockmeyer 
CM minimale Bandbreite

 
 





 
  
0 2 4 6 8 10 12 14 16
0
2
4
6
8
10
12
14
16
nz = 117
KNEW  b  
bw  
Prol      
RCM minimales Prol Spiegelung der obigen CMMatrix

 
 





 
  
0 2 4 6 8 10 12 14 16
0
2
4
6
8
10
12
14
16
nz = 117
KNEW  b  
bw  
Prol      
Nat

urlich kann man alle  Knoten als Startknoten testen um eventuell die gleiche
oder vielleicht auch eine kleinere Bandbreite wie bei GPS zu erhalten

Das Ergebnis ist dann
NAME DER DATEI  eelemmdat
ALGORITHMUS VON CUTHILLMCKEE FUER

 KNOTENPUNKTE
MINIMALER GRAD  	 MAXIMALER GRAD  	
MINIMALE BANDBREITE  
VORGEGEBENE STARTNUMMERN
 	   
     
 	   

 Bandbreitenreduktion
ERGEBNISSE DER NEUNUMERIERUNGEN
STARTPUNKT BANDBREITE PROFIL CM PROFIL RCM
   
	   	
   
   

   
 	  

   
   
   
   
  	  
	  	 
  	 
  	 

  	 
MINIMALE BANDBREITE M   FUER STARTPUNKT 
DER PERMUTATIONSVEKTOR DER NEUNUMERIERUNG LAUTET 

      	   
 	 
  
MINIMALES PROFIL   FUER STARTPUNKT 
DER PERMUTATIONSVEKTOR DER NEUNUMERIERUNG LAUTET 
 
 	       

    	
CM minimale Bandbreite  f

ur Startknoten 

 
 





 
  
0 2 4 6 8 10 12 14 16
0
2
4
6
8
10
12
14
16
nz = 117
KNEW  b  
bw  
ProfB
CM
  
ProfB
RCM
  
	 Algorithmus von Gibbs
Poole
Stockmeyer 
Bleibt noch der Vergleich mit dem MATLABKommando symrcm

Das Ergebnis kann hier nicht befriedigen denn die Bandbreite wird sogar gr

oer
 Der
Permutationsvektor f

ur die Neunummerierung der Knoten gem

a
SsparseA
p  symrcmS
BSpp
spyB
print bild
ps dps
i j s  findB
bw  maxijminij  	
pause
 oder
PT  zerosnn
for i  n
PTipi  
end
B  PTAPT
for i  n
jpi
ppji
end
pp
ist pp      	      	    

MATLABKommando symrcm

 
 





 
  
0 2 4 6 8 10 12 14 16
0
2
4
6
8
10
12
14
16
nz = 117
b  
bw  
Prol      
 Bandbreitenreduktion
 Testbeispiele zur Bandbreitenreduktion
An mehreren Beispielen zeigen wir noch die Wirkungsweise und Ergebnisse der Algo
rithmen von GPS Programm BANDRED
FOR und CMRCM Programm CUT
HILL
FOR

Beispiel 	 Als Modell liegt ein elliptisches Randwertproblemmit Dirichletschen
Randbedingungen auf einem Rechteckgebiet zu Grunde
 Die Diskretisierung ist die
FiniteDierenzenMethode auf einem

aquidistanten Rechteckgitter die mit dem 
PunktDierenzenstern arbeitet

RB  
   	 
    
   	 
Abb	 	 Gitterstruktur im L

osungsgebiet Rechteck mit Knotennummerierung
An den inneren Punkten ist die L

osung zu bestimmen
 Wenn man die Gleichungen
mit dem PunktDierenzenstern an allen diesen Punkten aufstellt erh

alt man das
System mit den  unbekannten Knotenvariablen
 Gleichzeitig bilden die  Punkte
selbst ein Vierecknetz dass zu einer sekund

aren Vernetzung bei der FEM f

uhrt

Zu diesem diskreten Modell kann man die folgenden Dateien denieren

NetzFile ELEM	DAT



 	  
	   
   
 
  
   	
  	 
   
   



	 Testbeispiele zur Bandbreitenreduktion 
NNEFile MATR	DAT mit Positionen i j i 	 j der  NNE oberhalb der
Hauptdiagonalen

 
 	    
	  	  	  	 
       
 
      

  
 
     	
     	  
   	    
       

   

 	 	 
   

Die Besetzungsstruktur der symmetrischen Matrix An n n   mit nne  
NNE nneo   ist
x x x x
x x x x x x
x x x x x x
x x x x x x
x x x x
x x x x x x
x x x x x x x x x
x x x x x x x x x
x x x x x x x x x
x x x x x x
x x x x
x x x x x x
x x x x x x
x x x x x x
x x x x
Auf Grund der Zeilennummerierung im Gitter hat sie eine Blocktridiagonalform mit
 Untermatrizen und der Bandbreite KOLD  b  
 Sie entspricht der maxi
malen Dierenz zweier benachbarter Knoten

Dieser Adjazenzmatrix kann man auch den Graphen zuordnen

















Abb	 	 Graph zur Gitterstruktur mit Knotennummerierung
 Bandbreitenreduktion
Die Anwendung von GPS liefert die Ergebnisdatei
perm	dat
 


     	 
   
   	 

mit dem Permutationsvektor p f

ur die Matrixtransformation A

 P
T
AP zur Band
breitenreduktion

Damit erh

alt man an Stelle der zeilenweisen Nummerierung der Knoten die g

unsti
gere spaltenweise was der schon im Beispiel 
 genannten Strategie entspricht

















Abb	 	 Neunummerierung der Knoten mit GPS und Schichtung
Die Besetzungsstruktur der neuen Matrix A

ist
x x x x
x x x x x x
x x x x
x x x x x x
x x x x x x x x x
x x x x x x
x x x x x x
x x x x x x x x x
x x x x x x
x x x x x x
x x x x x x x x x
x x x x x x
x x x x
x x x x x x
x x x x
Durch die Spaltennummerierung im Gitter hat man eine Blocktridiagonalform mit
 Untermatrizen und der kleineren Bandbreite KNEW  b  	

F

uhren wir noch eine Rechnung mit CMRCM aus

Es zeigt sich dass hier durch die Stufenstruktur mit der 
 Stufe und ihrem einzigen
Knoten als Wurzel die Bandbreitenreduktion nicht den Wert b  	 erreichen kann

Der Test erfolgt mit allen  Knoten als Startknoten

	 Testbeispiele zur Bandbreitenreduktion 
NAME DER DATEI  beisp	dat
ALGORITHMUS VON CUTHILLMCKEE FUER

 KNOTENPUNKTE
KNOTENNUMMERN PRO ELEMENT
 	  
	   
   
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  
   	
  	 
   
   

MINIMALER GRAD   MAXIMALER GRAD  
MINIMALE BANDBREITE  
VORGEGEBENE STARTNUMMERN
 	   
     
 	   

ERGEBNISSE DER NEUNUMERIERUNGEN
STARTPUNKT BANDBREITE PROFIL CM PROFIL RCM
 
   
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
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 	
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  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
   	
 Bandbreitenreduktion
MINIMALE BANDBREITE M  
 FUER STARTPUNKT 
DER PERMUTATIONSVEKTOR DER NEUNUMERIERUNG LAUTET 
     	    

   	 

MINIMALES PROFIL   FUER STARTPUNKT 
DER PERMUTATIONSVEKTOR DER NEUNUMERIERUNG LAUTET 

      	  
 	
    
Nehmen wir also den Permutationsvektor f

ur den Startpunkt  um die Unnumme
rierung der Knoten durchzuf

uhren










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


Abb	 	 Neunummerierung der Knoten mit CMRCM und Schichtung
Der maximale Abstand benachbarter Knoten im Graphen betr

agt  gebildet durch
die Knotenpaare  und 	
 Diese sind zust

andig f

ur die Bandbreite 

Die Besetzungsstruktur der neuen Matrix A

ist
x x x x
x x x x x x
x x x x x x
x x x x x x x x x
x x x x
x x x x x x
x x x x x x
x x x x x x x x x
x x x x x x
x x x x x x
x x x x x x x x x
x x x x x x
x x x x
x x x x x x
x x x x
Durch die Stufenstruktur unterscheidet sich diese Matrix von der durch GPS erzeug
ten im linken oberen Bereich

	 Testbeispiele zur Bandbreitenreduktion 
Beispiel 	 Wir betrachten die sparse Matrix mit der Besetzungsstruktur
A  
 
B
B
B
B
B

   
 
 
 
   

C
C
C
C
C
A

Es gilt bwA  bA   KOLD  bA  	 nne  

Durch genaues Hinschauen erkennt man dass durch Zeilen und Spaltenvertauschung
   die Bandbreite reduziert wird

           
         
     
     
       
Der Permutationsvektor f

ur die zugeh

orige Transformation A

 P
T
AP ist
p     	 
 Damit ist bwA

  bA

   KNEW  bA

  

Untersuchen wir das Verhalten von GPS

Ein NetzFile zu dieser Matrix existiert nicht

Das NNEFile MATR	DAT mit Positionen i j i 	 j des einzigen NNE ober
halb der Hauptdiagonalen ist

 
 

Die Anwendung von GPS ergibt die Ergebnisdatei
permdat
 


  	  

Der Permutationsvektor p  	     hier unterscheidet sich von obigen Vektor
p
 Es werden mehr Vertauschungen durchgef

uhrt die wir schrittweise nachvollziehen
wollen

   	 
Tausch        	 
Tausch    	   	  
Tausch    	 	      p
 Bandbreitenreduktion
F

ur die  Schritte der Zeilen und Spaltenvertauschung erh

alt man
A Zeilent
 P
T
A Spaltent
 AP
        Tausch   
             	 
      P
T

AP

     
           
    Tausch   	
          	  
    P
T

P
T

AP

P

   
       
    Tausch   	
    	    
    P
T

P
T

P
T

AP

P

P

       
       
A 
Somit ist
A

 P
T
AP wobei P 
 
B
B
B
B
B







C
C
C
C
C
A
 P
T

Wie man erkennt ist der 
 Schritt Tausch   	

uber!

ussig so dass auch der
Permutationsvektor 	     verwendet werden kann

	 Testbeispiele zur Bandbreitenreduktion 
Beispiel 	 Gegeben sei die sparse Matrix mit der Besetzungsstruktur
A  
 
B
B
B
B
B
B
B
B

     
     
     
     
     
     

C
C
C
C
C
C
C
C
A

Es gilt bwA  bA   KOLD  bA   nne  

Durch einige

Uberlegung erkennt man dass durch systematische Zeilen und Spal
tenvertauschung die Bandbreite stark reduziert wird

A

 P
T
AP 
 
B
B
B
B
B
B
B
B

     
     
     
     
     
     

C
C
C
C
C
C
C
C
A

wobei P 
 
B
B
B
B
B
B
B
B








C
C
C
C
C
C
C
C
A
 P
T

Der Permutationsvektor f

ur die zugeh

orige Transformation ist p      	 

P
T
wird somit durch den Permutationsvektor p       	 erzeugt

Damit ist bwA

  bA

   KNEW  bA

  

Untersuchen wir das Verhalten von GPS

Ein NetzFile zu dieser Matrix existiert nicht es sei denn einige Elemente a
ij
sind
noch Null

Das NNEFile MATR	DAT mit Positionen i j i 	 j der  NNE oberhalb der
Hauptdiagonalen ist
 
 	  
	 
 
 
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 Bandbreitenreduktion
Die Anwendung von GPS mit dem Programm BANDRED
FOR ergibt die Ergeb
nisdatei
permdat

 	

 	   
 
Dieser Permutationsvektor ist zwar anders als der obige aber es entsteht damit
dieselbe Matrix A



Die Bandbreitenreduktion f

ur die gegebene Matrixstruktur kann auf eine beliebige
Dimension n verallgemeinert werden

Es gilt f

ur An n
p 
	
   n  n  n n    	  falls n gerade
   n  n n  n    	  falls n ungerade
Eventuell ist die Notation des Permutationsvektors f

ur P
T
g

unstiger denn seine
aufeinanderfolgenden Komponenten bilden dann Paare der Gestalt k n   k

p 
	
 n  n   n n   falls n gerade
 n  n   n  n     n  falls n ungerade
Steht in der Matrix A das Symbol   f

ur einen Block dann kann man in der Permu
tationsmatrix P die Eins als Einheitsblock nehmen

	 Testbeispiele zur Bandbreitenreduktion 
Beispiel 	 Dreiecksvernetzung eines dreieckigen Gebietes mit Loch
n   nne  




	

NetzFile ELEM	DAT


  
  
  	
 	 
 	 
  


Abb	 	 Dreiecksvernetzung
Besetzungsstruktur der
symmetrischen Matrix A  NNEFile NMATR	DAT
x x x x x
x x x x
x x x
x x x
x x
x

  
         
     	    
 	   	 	 	  	 
     
Das NNEFileMATR	DAT mit Positionen i j i 	 j der  NNE oberhalb der
Hauptdiagonalen ist
 	
 	    
  
	  	  	 
   

 
  

 
Da jeder Knoten mit den anderen bis auf einen verbunden ist hat jeder den Grad 	

Man erkennt eine m

ogliche Strategie der Umnummerierung
 So sollte dann der Kno
ten  nur die Knoten 	 als Nachbarn haben
 Somit ist entscheidend dass in Abb


 der mit dem Knoten  nicht vekn

upfte Knoten 	 auf jeden Fall die neue Nummer
 erh

alt
 Die Knoten  und  d

urfen nicht zu einem Dreieck geh

oren
 Hinsichtlich der
anderen Nummern sind Unterschiede m

oglich

 Bandbreitenreduktion
Wir testen zun

achst drei Permutationsvektoren

p

   	   

	



p

     	 

	



p

  	    


	


In zweiten Fall ist die Konstruktion der Komponenten von p

wie im Beispiel 


Die bandbreitenreduzierte Matrix A

 P
T
AP hat in den beiden ersten F

allen sowie
im Fall  die Gestalten
A



 
B
B
B
B
B
B
B
B

x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

C
C
C
C
C
C
C
C
A
 A



 
B
B
B
B
B
B
B
B

x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

C
C
C
C
C
C
C
C
A

und damit die um Eins kleinere Bandbreite KNEW  bA

  	

	 Testbeispiele zur Bandbreitenreduktion 
Die Anwendung von GPS BANDRED
FOR ergibt die Ergebnisdatei
perm
dat

 

 	    

Der Permutationsvektor ist p      	  und A

hat die Form A




Im Vergleich dazu geben wir noch CM CUTHILL
FOR mit seinen Dateien an der
auf p   	     und ebenfalls A


f

uhrt

Das Prol von A

ist in allen F

allen   	  

eelem
dat
 

  	
 	 
	  
  

  

  




rescuthdat
NAME DER DATEI  eelem
dat
ALGORITHMUS VON CUTHILLMCKEE FUER
 KNOTENPUNKTE
KNOTENNUMMERN PRO ELEMENT
  	
 	 
	  
  

  

  

MINIMALER GRAD   MAXIMALER GRAD  
 Bandbreitenreduktion
MINIMALE BANDBREITE  	
STARTNUMMERN MIT KLEINSTEM GRAD

ERGEBNISSE DER NEUNUMERIERUNGEN
STARTPUNKT BANDBREITE PROFIL CM PROFIL RCM
  	 	
MINIMALE BANDBREITE M   FUER STARTPUNKT 
DER PERMUTATIONSVEKTOR DER NEUNUMERIERUNG LAUTET 
    	 

MINIMALES PROFIL  	 FUER STARTPUNKT 
DER PERMUTATIONSVEKTOR DER NEUNUMERIERUNG LAUTET 
    
 	
Die Positionen der NE in der Matrix verschieben sich durch die Neunummerierung
im Allgemeinen etwas nach auen 

In A waren oberhalb der Diagonalen die Elemente a

 a

 a

nicht belegt
 Die Sum
me ihrer Indizes ist S
NEA

P
a
ij
	
 ij
i j  

Nach Neunummerierung erh

alt man S
NEA
 


P
a
ij
	
 ij
i j    S
NEA


Auf Grund der Netzstruktur und des generellen Knotengrades 	 ist jedoch die Ma
trixform
A


 
B
B
B
B
B
B
B
B

x x x x
x x x x x
x x x x x x
x x x x x x
x x x x x
x x x x

C
C
C
C
C
C
C
C
A
mit der Bandbreite bA

   nicht machbar

	 Testbeispiele zur Bandbreitenreduktion 
Beispiel 	 Wir betrachten das Grundgebiet des Autol

angsschnittes und seine
Vernetzung

          
 
  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      
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 
 
 

 
 
    
         
  
Abb	 	 L

angsschnitt eines Autoinnenraums
Dreieck und Rechteckelemente mit quadratischem Ansatz
Knotenpunkte zeilenweise durchnummeriert n   nne  
Nun wenden wir die einzelnen Programme an

 TRANSFER
FOR
NetzFile ELEM
DAT  NNEFile MATR
DAT der symmetrischen Matrix
ELEMDAT


	   
  
	 	 	 
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Oberhalb der Hauptdiagonalen der symmetrischen Matrix A stehen nneo  	
NNE
 Damit ist nne  n 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Bandbreitenreduktion der Matrix A gegeben durch MATR
DAT  Permutati
onsvektor PERM
DAT zur Umnummerierung
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Abb	 	 L

angsschnitt eines Autoinnenraums
Knotenpunkte nach Umnummerierung n   nne  
Die neue Bandbreite KNEW  bA

   ist nicht die erreichbare kleinste Band
breite

 CMRCM CUTHILL
FOR
Rechnungen dazu liegen im Beispiel  Bsp
 
 vor

Mit der Eingabedatei BEISP
DAT wurden mehrere Knoten als Startknoten gete
stet und folgende Ergebnisse erzielt


 Die minimale Bandbreite bA

   wird f

ur den Startknoten 	 erreicht

	 Testbeispiele zur Bandbreitenreduktion 
MINIMALE BANDBREITE M  	 FUER STARTPUNKT 
DER PERMUTATIONSVEKTOR DER NEUNUMERIERUNG LAUTET 
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Der Startknoten  liefert die Bandbreite b  


 Das minimale Prol Prof   erh

alt man mit dem Startknoten 
d
 h
 CM mit    und durch RCM wird  

MINIMALES PROFIL  	 FUER STARTPUNKT 

DER PERMUTATIONSVEKTOR DER NEUNUMERIERUNG LAUTET 

  	  
 
 
   	
     

 	   
    	  
 
  
   
   	 
  

   
      

	   
     
 
   	      

 	 	       
 
	        

  
 
 	  
   
	 	       	 
	 	 	 	 		   	 	 		
	
 	

 Der vorgegebene Starknoten  f

uhrt auf die Bandbreite b  

MINIMALE BANDBREITE M  	
 FUER STARTPUNKT 
DER PERMUTATIONSVEKTOR DER NEUNUMERIERUNG LAUTET 
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Diese Situation ist vergleichbar mit dem Ablauf TRANSFER
FOR " BAN
DRED
FOR
 Zwischen beiden Permuationsvektoren sind nur wenige Vertau
schungen bei Nachbarknoten erkennbar

	
 Der erste Startpunkt mit dem kleinsten Grad in der Knotenpunktfolge 
ist der Knoten  mit dem Grad 
 Dieser f

uhrt jedoch auf die groe Bandbreite
b  


 Die Knoten 		 liegen in Nachbarschaft daher die durchaus ver
gleichbaren Bandreiten

ERGEBNISSE DER NEUNUMERIERUNGEN
STARTPUNKT BANDBREITE
 	
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	 Testbeispiele zur Bandbreitenreduktion 
Beispiel 	 Anwendung einer FEMDiskretisierung von Beispiel  Bsp
 

Gegeben sei das ringf

ormige Gebiet mit der symmetrischen Triangulierung also eine
Dreiecksvernetzung und Nummerierung der Knotenpunkte

Hier sind die Knoten radial im Gegenuhrzeigersinn nummeriert
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Abb	 	 Gebietsvernetzung mit  Dreieckelementen bei  Knoten
In der zugeh

origen Adjazenzmatrix A sind nneo   NNE oberhalb der Hauptdia
gonalen und insgesamt nne  n	nneo   NNE
 Ihre Bandbreite ist bA  
weil die Knotenpunkte  und  mit den Knoten 	 bis  durch Dreieckseiten ver
bunden sind

Zur Anwendung kommen drei Programme
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 GPS BANDRED
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Bandbreitenreduktion der Matrix A gegeben durch MATRN
DAT  Permutati
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Wir f

uhren nun mit dem Permutationsvektor die Neunummerierung der Knoten aus
und betrachten die Eigenschaften der permutierten Matrix A

 P
T
AP sowie die
Stufenstruktur
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Abb	 	 Netz nach Neunummerierung der  Knoten Startknoten    
 Bandbreitenreduktion
Die Stufenstruktur mit der Wurzel  und den  Stufen ist in der Abbildung fett
hervorgehoben
 Diese Stufen m

ussen sich wegen des Ringgebiets einmal verzweigen
und dann am rechten unteren Ende wieder zusammennden


 Stufe Wurzel 

 Stufe  Zweig 

 Stufe 	
	
 Stufe 

 Stufe 	

 Stufe  Zweige 	 

 Stufe  	

 Stufe 			 				

 Stufe 			 	

 Stufe  	

 Stufe  Zweig 

 Stufe 	
Tab	 	 Stufenstruktur mit Knoten in den Stufen beim GPSAlgorithmus
Wir stellen noch die Besetzungsstruktur der permutierten Matrix A

in MATLAB
dar
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nz = 378
	 Testbeispiele zur Bandbreitenreduktion 
Die Bandbreiten von A

sind bw     	    und b  
 Die zweite Bandbreite
b ist nat

urlich kleiner als die maximale Knotennummerndierenz in benachbarten
Stufen die hier   	 betr

agt siehe 
 und 
 Stufe
 Aber die Knoten  und
	 sind keine Nachbarknoten

Mit den vielen Knotenpaaren   	 	  	
	 		 		 	 und 	 aus benachbarten Stufen wird die Band
breite b gebildet siehe Abb
 
	

Es ist zu erwarten dass KNEW   die minimale Bandbreite ist

 CMRCM CUTHILL
FOR
Rechnungen dazu liegen im Beispiel  Bsp
 
 vor

Mit der Eingabedatei BEISPN
DAT wurden mehrere Knoten als Startknoten ge
testet und folgende Ergebnisse erzielt


 Die minimaleBandbreite bA

   wird f

ur die Startknoten  und  erreicht

MINIMALE BANDBREITE M   FUER STARTPUNKT 
DER PERMUTATIONSVEKTOR DER NEUNUMERIERUNG LAUTET 
     	 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   
 
	            	 

          	 
  
       	 
     
       	  


MINIMALE BANDBREITE M   FUER STARTPUNKT 	
DER PERMUTATIONSVEKTOR DER NEUNUMERIERUNG LAUTET 
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 Der Startpunkt  bringt im CM nur die Bandbreite b   w

ahrend er bei
GPS die kleinere Bandbreite  liefert

Die Neunummerierung bei CM in Abbildung  Abb
 
 ist nicht so g

unstig

Insbesondere auf den mittleren Stufen gibt es dort sichtbare Abweichungen mit
den entsprechenden Auswirkungen auf b vgl
 Tabellen  Tab
 
 sowie
Tab
 

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